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非相対論的弦の波動方程式について
中　川　弘　一＊
概　要
　初等的な偏微分方程式の解法に基づき，非相対論的弦の古典論的な運動
について再考し，最近の超弦理論における話題との関連を解説する．
　今世紀に入り，未だ問題点を抱えながらも，超弦理論は重力を含む4つ
の基本相互作用を統一的に記述できる量子論として，かなりの成果を収め
た．この超弦理論は代表的な教科書口，2，3］で解説された．これらの教科
書には最新のトピックスも盛り込まれており，その時代ごとに超弦理論が
どのような方向性を持って発展しているかがよく分かる．また，これらの
一連の本から時代を追うごとに「超弦」の物理的な見方や扱い方がかなり
変わってきていることが読み取れる．特に，最新のZwiebachの教科書［3］
では最近の超弦理論の話題「Dブレーン」，「弦の様々な双対性」，「弦の熱
力学とブラックホール」等が取り上げられている一方で，「非相対論的な粒
子の運動」，「非相対論的な弦の運動」のような学部の初年級で習う物理を
始めとし，基本的な部分に多くのページ数を割り当てて説明されているこ
とは注目すべきであろう．これは他の2つの教科書と比べ，最近の話題に
ついてはあまり多くを説明することなく，最小限に留め，その代りに基本
的な部分を少し詳しく説明している傾向にある，
　このような傾向は，単に教科書の内容だけではなく，最近の研究におい
て注目されている，超弦理論に基づく現象論［4］の中にも現われているよう
　＊nakagawa＠hoshLacjp
　42
に思える．例えば，弦理論を用いたクォークーグルーオン・プラズマの解
析［5］では開弦の固定端が形成する「Dブレーン」とその上の弦の振動モー
ドで表わされるゲージ場が重要な役割をはたしている．また，閉弦の振動
モードには重力場が含まれていて，ブラックホール解を記述することがで
きる．この閉弦に含まれるブラックホール解も上記のクォークーグルーオ
ン・プラズマの解析に非常に重要な役割をしているということは驚くべき
ことであろう．
　超弦理論が今後現象論的な研究へ発展してゆくためには，超弦理論の非
専門家にもその内容を理解していただくことが不可欠になるであろう．本
稿では，その一助としてもう一度超弦理論の基本を顧みて，非専門家向け
にその内容の解説を試みた，特に，非相対論的な弦の波動方程式を，初等
的な方法で解きながら，超弦理論との対応を説明することにした．弦理論
で難しくなるところは，やはり量子論からであるが，量子化については上
記の代表的な教科書に詳しい説明があるため，ここでは古典論に焦点を絞
り解説する．内容の構成は次のとおりである．第1節ではD次元Euclid空
間における弦の運動方程式である波動方程式を導出する．これは初歩的な
物理で扱われるが，できるだけ一般的な立場から行った。また，通常，超
弦理論の初歩では弦の運動をMinkowski空間内で扱うことが多いが，ここ
でEuclid空間を考えた理由は，波動方程式を導出する際にはEuclid空間
で考えたほうが，その物理的な意味が明確であり，その波動方程式の形は
相対論的に考えた場合にも同じことからである1．第2節では波動方程式
の一般解（d’Alembertの解）について解説する．これについては典型的な
偏微分方程式の教科書［6］を参考にしたところが多い．第3節では波動方程
式の初期値問題について，簡潔に説明したが，これについても詳しいとこ
ろは教科書［6］を参考にしていただきたい．第4節では波動方程式の一般解
　1古典論的に扱うか，相対論的に扱うかの違いは弦座標をEuclid空間内のベクトルとする
か，Minkowski空間内のベクトルにするかのちがいだけであるが，相対論的に扱う時には弦座
標の成分のうち1成分が時間方向の成分になる．この時間方向の成分は非物理的な振動モー
ドを含むため，弦を量子化する際にはゲージ固定をして取り除く必要がある．
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をもう少し具体的な関数として書き下すために，変数分離解を導入し，解
を固有関数展開の形で書き下した．第5節は本稿の主要部分である．ここ
では波動方程式の解を様々な境界条件の下で求め，超弦理論のモデルとの
対応を説明した．古典論的なレベルで考えられる弦のモデルとしては，ボ
ソン弦が取り上げられる場合が多いが，ここでは超弦理論との対応も考慮
し，フェルミオン弦の解についても説明した．フェルミオンの自由度を古
典論的に考えることは，多少物理的に無理があるが2，一応，波動方程式は
ボソン弦と同様に書き下せ，その解も存在するため紹介した第6節では
非相対論的な力学として，ボソン弦の作用汎関数について説明した．これ
についてはZwiebachの教科書［3］に基づいている．第7節は最終節として，
ボソン弦の非相対論的なHamilton関数を紹介した．これについては非相
対論的な弦のエネルギーとして，振幅の2乗に比例する形が知られている
が，ここではいくつかのボソン弦の境界条件についてできるだけ具体的な
形の結果を示した．
1．D次元Euclid空間における弦の運動
　まず，D次元空間における弦の運動を考えよう．弦とは，自由に曲がる
細くて軽い，1次元的な拡がりを持つ物体（糸のような物）のことである．
「自由に曲がる」ということは，棒などの場合とは異なり，曲げに対する抵
抗がはたらかないことであり，「軽い」ということは，鎖などの場合とは異
なり，張力の効果に比べて自重の効果を無視できることである．
　ここで考える弦はD次元Euclid空間において滑らかな曲線として表わさ
れ，その曲線に沿った方向は媒介変数σによって表わされるとする．この
媒介変数σの尺度の取り方は様々であるが，通常の弦理論では弦の長さを
基準として取ることが多い．したがって，弦の全長をZとして，0≦σ≦Z
　2非相対論的な古典論であるため，超対称な理論としては扱っていない，超弦理論として
正しく扱うためにはボソン弦とフェルミオン弦の間の超対称性を導入する必要がある、
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と取ることにする．この弦が運動するD次元Euclid空間の座標を
xl，　X2，…，xD　　　　　　　（1）
とすると，時刻τにおける弦上の点を示す位置ベクトルXはσとτの関数
として
X－X（・・り一（xl②・X2（σ・）・・…xD（…））　（・）
と表すことができる3．D＝3の場合を図1に示した．通常，弦の上を伝
わる波動を解析する場合に弦の平衡状態をxl軸上に考え，その平衡状態
からの各点の微小変位をX2（σ，り，…，xD（σ，りとするが，ここではもう
少し一般的な運動として扱う．
　つぎに，弦の位置ベクトルXについての運動方程式を導出する．弦上の
点・（・）における弦の糖度を・（・）滋の張力を一・（・）芸刷単位長
さ当たりにかかる外力をF（σ，τ）とする．ここで，τ（σ）は弦の接ベクトル
x3
　X1
図1．3次元Euclid空間における弦の運動．
　3通常，弦理論では相対論的な弦の運動を考えるため，弦が運動する空間はMinkowski空
間として考えることが多いが，ここでは弦の運動方程式の導出の都合上，Euclid空間内で考
えることにする，相対論的に考える場合には計量テンソルを置き換える必要があり，量子化
に際しては時間方向の自由度についての取り扱いに注意が必要になるが，ここでは古典論の
運動方程式のレベルでの内容になるため，Euclid空間内で考えれば十分である．
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F（σ，り　　　　　∂x　　　　　T（σ⊥d・）万（σ＋dσ・り
一・（・）芸回　　x、f
図2．弦にかかる力
芸（σ，’）を単位として測った張力の大きさである・点・から微小距撒れ
た，弦上の点Q（σ＋4σ）を考え，弦の微小部分PQについての運動方程式
を書き下すとき弦の微小部分・Qの質量1ま・（・）・・，加速度は芸刷
とみなすことができる．さらに，この微小部分PQにかかる力は
　　　　　　　　∂蒐　　　　　　　　　　∂蒐　　　τ（σ＋4σ）万（σ＋如）－T（σ）房（σ・τ）＋F（句）4σ　（3）
である．（3）式において4σを微小量として次の近似が成り立つ．
　　　　　　　τ（σ十4σ）～τ（σ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　∂X　　　　　　　∂X　　　　∂2X
　　　　　　　㌃（σ十4σ，τ）一房（の）～涙（σり4α　　（5）
微小部分PQにかかる力（3）に（4），（5）の近似を用いて，弦の微小部分PQ
についての運動方程式
　　　　　　∂2X　　　　　　　　∂2X
　　　　ρ（σ）百（の）4σニτ（σ）≡（句）4σ＋F（の）4σ　　（6）
を得る・（・）の両辺を・（・）・・で割って速騨位を持つ動）一 器
と・単位質量あたりに働く外力飾）一 顎）を導入すると
　　　　　　　芸（σ，τ）一⑭瓢・）＋胸　　（・）
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となり，この非同次双曲型2階偏微分方程式は外力∫（σ，τ）（非同次項）を
受けて運動する弦の波動方程式として知られている．波動方程式（7）はベ
クトルの各成分について成り立つので，∫（σ，り＝ぴ1（σ，τ），…，∫D（σ，り）
として，
　　　芸（σ，『）一・（・）・芸（咄∫・（軌’）・・一・…，D　（・）
と表すこともできる．この弦の線密度ρ（σ）が一様で，張力の大きさτ（σ）
が全体にわたり一定とみなせる場合，c（σ）も一定とみなせ，このcは弦の
上を伝わる波動の位相速度として知られている．
　波動方程式（7）または（8）から，外力∫（σ，りを受けない場合，一様な線
密度の弦の自由運動は運動方程式
　　　　　　　　　芸（σ，∫）一・・蒜（の）　　（・）
または
　　　　　　睾（σ，’）一・・芸（へ・）・・－1，一・，D　（1・）
に従い，各成分ごとに同次双曲型2階偏微分方程式になっていることが分
かる．
2．一般解（d’Alembertの解）
　波動方程式（10）の1成分を取り出して，次の同次双曲型2階偏微分方
程式として扱うことができる．この節では，参考文献［6］に基づき，方程式
（10）の一般解の性質を調べる．方程式（10）に関する特性曲線の方程式は
　　　　　　　　　　　4σ2－c24τ2＝0，　　　　　　　（11）
すなわち
　　　　　　　　　4σ一c4τ＝0，4σ十c4τ＝0　　　　　　　　　　　　　　（12）
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であり，これらを積分して，
　　　　　　ξニσ一α＝一定，η＝σ＋σ＝一定　　　　　　　（13）
となる．方程式（10）を（ξ，η）座標系に変換するとき，
　　　　　　∂；差’・・（∂2X輌　　∂2xi　　∂2X輌　∂2xi∂ξ・一∂η∂ξ一∂ξ∂η＋∂η・），
　　　　　　芸一（∂2xi　∂2xl　∂2X∫　∂2xj∂ξ・＋∂η∂ξ＋∂ξ∂η＋∂η・）
なので，X・が∂2XL∂2X‘ならば，方程式（1。）は
　　　　　　　∂η∂ξ　　　∂ξ∂η
　　　　　　　　　　　∂2xi　　∂2Xご
　　　　　　　　　　　　　　＝　　　ニ0　　　　　　　　　　　（14）　　　　　　　　　　　∂η∂ξ　　　∂ξ∂η
　　　　　　　　　　∂Xゴ　　　　　　　　　　　＿となる．方程式（14）は一がηに依らないことを不すので，
　　　　　　　　　　　∂ξ
　　　　　　　　　　　　≡一戸（ξ）　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　∂ξ
と書け，ここで，戸（ξ）はξの任意関数である．方程式（15）はさらに，
　　　　　　　　　妾ド方（・）吻｝一・　　（16）
と変形でき誤方（・）・・がξ（・依らないことを表娠・の任意
関数Gi（η）を用いて
　　　　　　　　　照一∫ξ晒一ぴ（・）　　（17）
と書くことができる（17）のル（・）・・をあらたにξの任意関蜘ξ）
と置くと，方程式（14）の一般解は
　　　　xi＝Fi（ξ）＋G∫（η）＝F↓（σ一cり＋ぴ（σ＋σ）　　（18）
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となる．この解は2つの任意関数FI，ぴを含んでいるため，同次双曲型
2階偏微分方程式（10）の一般解であることが分かり，d’Alembertの解とよ
ばれる．この任意関数戸，ぴには次のような物理的な意味がある．17～は
σ一αの関数なので，σ軸の正の向きに位相速度cで進む波に対応するた
め，「右進行波」とよばれ，また，ぴはσ＋cτの関数なので，σ軸の負の
向きに位相速度cで進む波に対応するため，「左進行波」とよばれる．一般
解（18）は右進行波戸と左進行波Giの重ね合わせになっている．
　波動方程式（14）満たす解として，次の方程式：
　　　　　蒜ψ’一（ξ）一（㌃＋i嘉）れ（・一め一・・　（19）
　　　　　㍗・（・）一（£一駆・（・醐一・　（・・）
を満たす関数ψに（ξ），ψf＋（η）も考えられる．超弦理論において，この
ψf＿（ξ），ψi＋（η）はGrassmann数に値をとる関数として扱われ，フェルミオ
ン的な自由度を持つ弦の座標として導入される．このフェルミオン的な座
標は2成分スピノール
　　　　　　　　　輌一（；：ll；：）　　匂）
として表され，変数（ξ，η）はそのカイラリティを表すことがわかる．ここ
で，α＝一，＋はスピノールの成分を表す添え字である．このスピノール
は，弦が運動するときに形成する世界面上においてMajoranaスピノール
として変換する．また，波動方程式（14）を
　　　　　　　　島（∂XI∂ξ）一妾（芸）一・　　（22）
と書きなおし，方程式（19），（20）と比べると，ψ・．（ξ）と坐，または
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ξ
輌）喋がそれぞれ同じ方程式を・商たすことが分かる・こ呪（ξ）
と誓・または輌）塔の間嚇1生は超弦理論におい磁が
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形成する世界面上の超対称性（Global　World－Sheet　Supersymmetry）に対応
する［月．このような対応から，以降では，その運動が座標ピ（ξ，η）で表わ
される弦をボソン弦，座標ψ㌧（ξ），炉＋（η）で表わされる弦をフェルミオ
ン弦と呼ぶが，非相対論的な古典論として扱うため，超対称な理論として
は扱わない．
3．初期値問題
　波動方程式（10）は時間τについて2階微分が含まれているため，通常，
与えられた時刻（’＝0）における初期条件として
　　　　　⑭一Φ・（・），芸（σ・）一Ψ’（・）　（・・）
が考えられる．（23）式の関数Φ」（σ）は時刻’＝0における弦の形を表し，
関数Ψ∫（σ）は時刻τ＝0における弦の各点の初速度の分布を表す．初期条
件（23）を満たす波動方程式（10）の解を見つける問題は波動方程式（10）の
初期値問題として知られている．また，Φ輌（σ），Ψ↓（σ）はそれぞれσの関数
なので，その定義域0≦σ≦乏の端点における境界条件とも関係する．こ
の境界条件を満たす波動方程式（10）の解を見つける問題は波動方程式（10）
の境界値問題として知られている．初期条件と境界条件の両方を満たす解
を見つける問題は混合問題とよばれることがある．波動方程式（10）の混合
問題を解くことにより，様々な解（特解）が具体的な関数として見つかる
が、これについては後で詳しく説明することにして，ここではまず，初期
条件（23）だけを満たす波動方程式（10）の解を導くことにする．
　’＝0におけるd’Alembertの解（18）を初期条件（23）に代入すると，
F↓（σ）十ぴ（σ）＝Φ1（σ），　　　－c戸σ（σ）十cG輌σ（σ）ニΨゴ（σ）　　（24）
をえる．（24）の第2式は，両辺をσで積分すると
　　　　　　　F↓（・）一ぴ（・）一一iτΨ’（・）・・　　（25）
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なので，これを（24）の第1式と連立して，戸（σ）とGi（σ）について解くと，
F’（・）一；Φ’（・）一ごル（・）…ぴ（・≠（・）＋妾戸（・）・・
となり，時刻τにおける右進行波は
戸（ξ）一戸（σ一⇒一；Φ・（・一炉ごヂΨ・（・）…　（26）
左進行波は
　　ぴ（・）一ぴ（・＋⇒一；φ（・＋⇒＋訂栢Ψ・（・）・・（27）
として求まる．
4．変数分離法と固有関数展開
　前節の初期条件を満たす解の具体的な例として，変数分離形の解を求
める．
　まず，変数分離形の解
　　　　　　　　　　xi（σ，1）＝γi（σ）τ’（’）　　　　　　　　　　　　　　　（28）
を仮定し，（10）に代入すると，
　　　　　　　　　　　　　けガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ1　　γ」　　　　　　　　　　　　万＝ア　　　　　　（29）
このとき，仁砦誤芸である．（29）の方程式は左辺と右辺
で完全に変数が分離されているので，任意のσ，’について成り立つために
は両辺がそろって定数になることが必要である．その定数を一αとおくと，
方程式（29）から2つの常微分方程式
　　　　　　　　　　　　τ輌＋α。2丁輌＝0，　　　　　（30）
　　　　　　　　　　　　〆’＋αγLO　　　　　　（31）
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が得られ，γ∫とτ∫を求める問題は固有値問題に帰着する．固有値αに対
する固有関数をそれぞれ蠕，互とすると，方程式（30），（31）の一般解か
ら，固有値αに対応する変数分離解は
x；（σ，τ）＝｝三（σ）㍑（’）
（A；＋8↓σ）（c↓＋E↓∫）　　　　　（α＝o）
｛A；…h（＞rσ）＋8↓・i・h（、局σ）｝
・｛C↓…h（〉巧α）＋E↓・i・h（・月・∫）｝（α＜0）　（32）
｛A；…（万σ）＋β↓・i・（酒σ）｝
・｛C；…（Wcり一十一E↓sin（万cτ）｝　（α＞0）
となる4。ここで，尾，B↓，c↓，場は，それぞれ，各αの値に対応する任意
定数である．固有値αに対する固有関数はそれぞれが波動方程式（10）を満
たすので，波動方程式の線形性よりその一般解は固有関数展開
　　　　xi（・，・）一Σx；（・，・）
　　　　　　　　　　α
　　　　　　　　一（A6＋β6σ）（c6＋E6τ）
　　　　　　　　　＋ΣIA；…h（石σ）＋・↓…h（石・）｝
　　　　　　　　　　α＜o　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）
　　　　　　　　　　　・｛C↓…h（エα）＋E；…h（石・り｝
　　　　　　　　　＋Σ｛・↓…（万σ）＋・↓…（万・）｝
　　　　　　　　　　α＞0
　　　　　　　　　　　・｛C↓…（万α）＋E↓…（W・・）｝
で表わすことができる5．
　4ここでは固有値αの値は実数の範囲内で考えるが，次節の境界値問題を考えるときには
整数の範囲内で考えれば十分である．
　5固有値αが連続的な値をとる場合には和は積分で置き換える必要がある．
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一般解（33）を変数ξ＝σ一α，η＝σ＋αで書き換えると，
照（ξ・・）斗（B鱈…6）ξ一警6ξ・
＋ε｛A；C↓；B↓E↓・⌒ξ）＋『AL苧C↓…・（高ξ）｝
＋蔦｛ALC↓；B↓E一ξ）＋－ALE磐c』ξ）｝
＋警6＋（β6c6　＋　∠｝6E6　2　　　　2c）・＋竿6・・
＋蔦｛AL竿E↓…h（∨⊂三η）＋A～E↓；B↓C↓姉石・）｝
＋蔦｛AL撃E一・）＋A躍；B↓c↓⑭｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
となり，d’Alembertの解（18）になっていることが分かる．
　また，フェルミオン弦座標の場合には，（19），（20）を満たす一般解として
ψ∫＿（ξ）＝Al＿，o＋βこ，oξ＋Cこ，oξ2
　　　　＋蔦｛ん記c・・h（〉『ξ）＋8こ・・’・h（石ξ）｝（35）
　　　　＋Σ｛・こ，。C・・（・石ξ）＋・こ，。…（・厄ξ）｝
　　　　　α＞0
　　　ψ輌＋（η）＝輪＋輪η＋Cし，。η2
　　　　　　　＋蔦｛A犠…h（工η）＋・㍍・i・h（・⊆・）｝（・6）
　　　　　　　＋Σ｛・し，。C・・（ン∂η）＋・‡，。…（諏・）｝
　　　　　　　　α＞0
と置くことができる．ここで，Aこ，o，Bこ，o，Cこ，o，Aこ，α，Bしα，A‡，o，8二，o，
C年，o，　Aし，α，B‡，、はそれぞれ任意定数である．
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5．境界値問題
　この節では，前節で求めた一般解（33）に基づき，いろいろな境界条件の
下で波動方程式（10）の解を求めてみる．弦理論では，弦は端点をもつ開弦
と端点をもたない閉弦に分類され，それぞれにおいて可能な境界条件が考
えられる．また，それぞれにおいてボソン弦とフェルミオン弦の場合が考
えられ，開ボソン弦と開フェルミオン弦，閉ボソン弦と閉フェルミオン弦
とよばれる．これらの弦を超対称に組み込んだ様々な模型が超弦理論にお
いて研究されている［1，2，3］．以下では，超対称性については言及しない
が，これらの模型を，いくつかの境界条件の下での波動方程式（10）の解と
して概観してみることにする．
図3．開弦（左）と閉弦（右）．
5．1．固定端境界条件（1）irichlet型境界条件）の下での開ボソン弦
　αi，疏∫＝1，…，Dをそれぞれ定数として，0≦σ≦松において定義さ
れた開ボソン弦座標xi（σ，りの端点に境界条件
Xε（0，τ）ニα輌，X∫（ど，τ）＝わ輌　　　　　　　　　　　（37）
を課す場合を考えよう．この境界条件は固定端境界条件（Di亘chlet型境界条
件）として知られている．この固定端境界条件は弦の端点がD次元Euclid
空間内の2点α＝（α1，…　，αD）とb＝（bl，…，bD）に固定されて動かな
い場合を表している．
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　一般解（33）を固定端境界条件（37）に代入すると，
　　X↓（0，τ）＝A6（C6＋E6τ）
　　　　　　　＋Σ・；｛・；…h（石c’）＋E；…h（・局α）｝
　　　　　　　　α＜0
　　　　　　　＋ΣA～｛C；…（∨偏α）＋E↓・i・（∨石・・）｝
　　　　　　　　α＞0
　　　　　　＝α輌
なので，この式力㍉に依らず恒等的に成り立つためには
　　　　　　　　　　E6＝o，
　　　　　　　　　　礼一｛。㎏≠。）
が必要である．また，
x惚り一・’＋β6c酩
（38）
，　・ワcl（・＝0）　　　　（39）
　　　　　＋Σ・↓・…（∨ご碗）｛C↓…h（・局・・）＋・；…h（・qα）｝
　　　　　　α＜0
　　　　　＋Σ・↓…（砲）｛・↓…（・厄・・）＋E↓…（・硫）｝
　　　　　　α＞0
　　　　＝b輌
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）
なので，この式力㍉に依らず恒等的に成り立つためには
　　　　　　　　α’＋Blclε＝b∫，
　　　　　　　　B↓sinh（∨己の＝0　　　　（α〈0），　　　　　　　　　　　（41）
　　　　　　　　B；・i・（、励）＝0　（α＞0）
が必要である．（41）の第2式から，0＜ゼ，sinh（～／＝∂の≠0なので，8↓＝
0，α＜0となる．さらに，（41）の第3式からは，0〈εなので，i）B↓ニ
0，α＞0またはii）sin（㎡厩）＝0，α＞0の場合が考えられるが，　i）の場合
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にはxi（σ，りはτに依らないσの1次関数となるので，　i）を満たす関数は
弦の運動を表す関数としては不適当である．よって，条件ii）から固有値α
のとり得る値は
　　　　　　　　　・一（÷）2・・－1・・……　　　（42）
となり，離散的な値をとることがわかる．このとき，自然数ηは弦の固有振
動モードを表す変数になっている．以上のことから，固定端境界条件（37）
を満たす，波動方程式（10）の解
x・（σ，τ）一・・＋≒°’・
　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）
　　　　　　＋Σ…（÷・）｛C：…（子・り＋・；…（÷・・）｝
　　　　　　　η＝1
が得られる．（43）式は波動方程式（10）の解のFou㎡er展開式になっていて，
C；，E；はそれぞれそのFourier展開係数を表している．（43）式右辺の項
。・ ＋わL・i。はD次元。。。lid空間（、おける弦の端点。，bを結ぶ直糸泉分を
　　　ど
表し，固有振動モードのゼロモード（η＝0）に対応することが分かる．ま
た，（43）式より各固有振動モードにおいて，右進行波と左進行波が重なり
合って端点α，bの間で定在波を形成していることが分かる．（図4参照）
・
　〃－0　　　　　　 η一1　　　　　　㍗一2　　　　　　η一3　　　　　　r’＝4
図4．固定端境界条件の下での固有振動モードπ＝0，…，4．
5．2．　自由端境界条件（Neumann型境界条件）の下での開ボソン弦
　0≦σ≦乏において定義された開ボソン弦座標x」（σ，りの端点に境界
条件
　　　　　　　　旦X・（σ，τ）一⊥X・（の）一・　　（44）
　　　　　　　　∂σ　　。＝o　∂σ　　σ＝ゼ
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を課す場合を考えてみる，この境界条件は自由端境界条件（Neumann型境
界条件）として知られている．この自由端境界条件は開ボソン弦の端点が
D次元Euclid空間内で自由に動ける場合を表している．
　一般解（33）を自由端境界条件（44）に代入すると，
晶晦）。。。一・6（・6＋・6・）
　　　　　　　　＋Σ・⊆・；｛C↓…h（工cτ）＋E；…h（・局α）｝
　　　　　　　　　α＜0
　　　　　　　　＋Σ鋼｛・↓…（∨偏cf）＋E；…（・硫）｝
　　　　　　　　　α＞0
　　　　　　　＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）
なので，この式力㍉に依らず恒等的に成り立つためには，すべてのαの値
に対し，B↓＝0；f＝1ジ・・，Dが必要である．また，
㌃X輌（σぱ）L一Σエ；…h（エ）
　　　　　　　　α〈0
　　　　　　　　・｛C6…h（・后α）＋・↓…h（・后α）｝
　　　　　　　　一Σ∨叫・i・（・励｛C；…（・石・・）＋E；・i・（ン≡σ）｝
　　　　　　　　　α＞0
　　　　　　　＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）
なので，この式がτに依らず恒等的に成り立つためには
　　　　　　　　A；sinh（工のニ0　　　　（α＜0），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）
　　　　　　　　A；・i・（Wの＝0　（α＞0）
が必要である．（47）の第1式から，0＜乏，sinh（～厄Z）≠0なので，　A；＝
o，α＜oとなる．さらに，（47）の第2式からは，o〈zなので，　i）A；＝
0，α＞0またはii）sin（∨砲）＝0，α＞0の場合が考えられるが，　i）の場合
にはxご（σ，りはτの1次関数となるので，i）を満たす関数は弦の運動を表
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す関数としては不適当である．よって，条件ii）から固有値αのとり得る
値は
　　　　　　　　　・一（÷）2・－1・・……　　　（・・）
となり，離散的な値をとることがわかる．以上のことから，自由端境界条
件（44）を満たす，波動方程式（10）の解
　x↓（σ，∫）－c6＋E6’
　　　　　　＋£鰐・）｛酬÷づ＋剛÷づ｝（49）
　　　　　　　η＝1
が得られ，固定端境界条件の下での解と同様にX輌（σ，りのFourier展開式に
なっていることが分かる．（49）式右辺のゼロモード（η＝0）において，C6
とE6はそれぞれ弦の重心座標と重心速度と解釈することができる．また，
固定端境界条件の下での解と同様，（49）式よりη≧1の各固有振動モード
において，右進行波と左進行波が重なり合って0＜σ＜乏の間で定在波を
形成していることが分かる、（図5参照、）
　　η＝1　　　　　　　　　η＝2　　　　　　　　　η＝3　　　　　　　　　η＝4
図5．自由端境界条件の下での固有振動モード〃＝1，…，4．
　5．1，5．2節では開ボソン弦座標X∫（σ，’）の1成分について固定端境界条
件または自由端境界条件を課したが，波動方程式の解として開ボソン弦座
標X’（σ，τ）の各成分は独立なので，各成分毎に課す境界条件を変えて考え
ることもできる．X輌（σ，りのi＝1，…　，ρ成分にNeumann型境界条件を，
↓＝ρ＋1，…，D成分にDirichlet型境界条件を課して波動方程式を解いた
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場合の解は
x∫（σ，’）＝
　　　　　　　C♂＋El・＋Σ…（÷・）
　　　　　η＝1・｛cl…（÷α）＋E；…（÷・り｝・
　i＝1，…，ρ
・・＋≒∂・＋£迦（÷・）
　　　　　　　η＝1・｛C；…（÷・・）＋E；…（÷・’）｝・
　’＝ρ十L…，D
（50）
となる．この解は，その端点が2枚の超平面X輌（0，り＝∂，X輌（乏，’）＝∂；↓＝
ρ＋1，…，D上に拘束されながら運動する弦を表し，この超平面は超弦理
論に現れるソリトン的な物体，Dブレーンに相当する［7］．　D＝3，ρ＝2の
場合を図6に示した．このDブレーンを導入することにより，超弦理論の
研究に非常に有効な方法が発見され，近年飛躍的な進展がもたらされた．
Dブレーン
　　Dブレーン
図6．D＝3，ρ＝2の場合のEuclid空間における弦とDブレーン．
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5．3．Ramond型およびNeveu・Schwarz型境界条件の下での開フェルミオ
　　ン弦
　開フェルミオン弦の境界条件として
ψ∫＿（0，∫）＝ψ∫＋（0，r），　　　　　　　　（51）
ψ∫＿（ε，’）＝士ψ∫＋（ε，r）　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）
が考えられる．このとき，開フェルミオン弦のσニ0における端点には共通
に条件（51）が課されるが，σ＝乏における端点には条件（52）の右辺の符号
により2つの場合が考えられ，＋符号をとる場合の境界条件はRamond（R）
型境界条件，一符号をとる場合の境界条件はNeveu－Schwarz（NS）型境界条
件とそれぞれよばれる［1］．境界条件（51），（52）は元々超弦理論のLagrange
関数のフェルミオン弦の変分をとって，ψ1＿，ψ’＋の運動方程式を導く時
に，表面項ψi＋δψ㌧一ψ㌧δψ㌧をゼロにするために課される条件でもあ
る日］，
　まず，境界条件（51）に解（35），（36）を代入すると，Aこ，o＝A年，o，　Bこ，o＝
－B‡，o，Cこ，o＝C二，o，Aこ，αニAし，α，βこ，αニー叫，αが得られ，　R型境界条
件ψi＿（乙り＝ψi＋（払τ）に代入すると，Bこ，o＝B‡，o＝Cこ，o＝C‡，o＝
亙，。r。一・こ，。r。一・・（・〉・）と・后￥・・－1……カ・得
られる．したがって，R型境界条件の下での波動方程式の解は
　　　　　　　　　　　　　　ψ’一（ξ）一Σ｛・L，・C・・（÷ξ）＋・三，・…（÷ξ）｝・
　　　　　　　　　〃＝；　　　　　　　　　　　（53）
　　　　　ψ’＋（・）一Σ｛・し，。C・・（￥・）＋・二，。S・・（÷・）｝
　　　　　　　　　　η＝0
となる．
　次に，NS型境界条件ψ↓＿¢，∫）＝一ψ↓＋¢，τ）に解（35），（36）を代入する
と，A二〇＝・4し，oニBこ，oニB二、o＝Cこ，o＝C二，o＝Aこ，αニA‡，αニBこ，α＝
・已ぴ（α＜・）ぽ一ラ（・＋；）・・一軌1・…が得られる・した
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がって，NS型境界条件の下での波動方程式の解は
ぴ一（ξ）一 書ト（膓セ＋；）ξ）＋・㌦皿（艶＋；）ξ）｝・
ぴ・（・）一 ξ｛刷K＋；）・）＋・㍍皿（；←＋；）・）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）
となる．
5．4．周期的境界条件の下での閉ボソン弦
　次の境界条件の下で波動方程式（10）の解を求める．
　　　　　　　　　xl（σ，∫）＝xi（σ＋ど，り．　　　　　　（55）
（55）式の境界条件は周期的境界条件とよばれ，σ＝0の場合はXゴ（0，’）＝
x惚，τ）；∫＝1，…，Dなので，この境界条件に従う弦は端点を閉じた弦
（閉ボソン弦）になっていることが分かる．（図3）（55）式の周期的境界条
件に（33）式を代入すると
　　　　　　　レー＿…：ll　σθ
が得られ，この場合の解は
　　　x輌（σ，り＝c6＋Elr
　　　　　　　　　　　　　＋亙｛・》…（2膓〃σ）＋・；…（2；〃σ）｝（・7）
　　　　　　　　　・｛嘔（：づ＋輌（竿り｝
となる．この解は必然的に
　　　　　　　　上x・（。，、）一⊥x’（σ，）　　　（58）
　　　　　　　　∂σ　　。＝o　∂σ　　σ＝ど
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を満たしており，閉弦の座標X輌（σ，りはσについてcl級関数であること
も分かる．
　次の境界条件の下で波動方程式（10）の解を求めてみる．
　　　　　　　　　X∫（σ，∫）＝－xj（σ十£，∫）．　　　　　　　　　　　　　　（59）
この境界条件は反周期的境界条件とよばれる．この境界条件にしたがう弦
はツイストされた弦などとよばれ，ある種の射影空間内で運動する弦に相
当する6．（59）式の反周期的境界条件に（33）式を代入すると
AoニBo＝O
A；＝8↓－0　　　　　　（α〈0）　　（60）
w－÷←＋÷）・〃－ql・λ…（・〉・）
が得られ，この場合の解は
輌一曇｛輌（÷←＋÷）り輌（誕＋÷）り｝
　　　　　・｛c；㎜（÷←＋÷）り＋輌（÷←・÷）り｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）
となる．NS型境界条件を課した場合のフェルミオン弦と同様に，この解
は固有振動モードが半奇整数η＋十，（η＝0，1，2，…）で番号付られている
ことが特徴である．
　周期的境界条件には次のようなものも考えられる．R」；τ＝1，…，Dを
それぞれ定数として，
　　　　　　　　　X↓（σ，りニxi（σ十ε，τ）十2πR↓．　　　　　　　　　（62）
この周期的境界条件は空間のゴ方向を半径Rゴの円にコンパクト化した空
間内での閉弦を表している7．（図7）このとき，閉弦はこの」方向の円に巻
　6この場合，弦が運動する空間は通常のEuclid空間ではない．
　7この場合も通常のEuclid空間とは異なる空間における運動である．
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　　　　　　　　こ（・’＝l　　　　　　　　　　lバニー1
図7．X’方向をコンパクト化した空間における弦の運動．
きついて運動することができ，一般に，その巻きつき回数をωiとして，
　　　　　　　　　X↓（σ，’）＝X輌（σ十Z，∫）十2πR∫ωi　　　　　　　　　　（63）
とする．ここで，巻きつき回数ω↓は一般に整数の値をとることに注意す
べきである．これは↓方向のある向きに巻きつく回数を正の整数とすると，
それとは逆向きに巻きつく回数は負の整数として考えるためである．
　境界条件（63）の下での解は（57）式と同様に
　　　　x’（⇒）一・6＋2π孚ω’・＋E6・
　　　　　　　　＋曇｛W㌢り＋・；…（2ヂリ｝（64）
　　　　　　　　　　・｛『詞＋剛字づ｝
となる．
5．5．周期的境界条件の下での閉フェルミオン弦
　閉フェルミオン弦についても前節の閉ボソン弦と同様に周期的境界条件
と反周期的境界条件を考えることができるが，閉フェルミオン弦には独立
な自由度ψi＿，ψi＋があるため，それぞれ独立に上の2種類の境界条件を
課すことができ，合計4通りの組み合わせが可能である．超弦理論におい
ては，開フェルミオン弦の場合と同様に，周期的境界条件
　　　　　　　　　　｛；：1二：1に㍑：1：　ぴ）
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を課す自由度をRamond（R）セクター，反周期的境界条件
　　　　　　　　　　｛　　　 　　　ψ’一（σ，り＝一ψ二（σ＋乏，’）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（66）
　　　　　　　　　　　ψ1＋（σ，τ）＝一ψ」＋（σ＋ゼ，τ）
を課す自由度をNeveu－Schwarz（NS）セクターとよび，上記の4通りの組み
合わせをR－R，R－NS，NS－R，NS－NSセクターとそれぞれよぶ［1］．
　周期的境界条件（65）に解（35），（36）を代入すると，Rセクターの解
ぴ一（ξ）一£｛ぷ（2：ξ）＋・㌦迦（字ξ）｝・
　　　　η＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（67）
ぴ・（・）一 曇｛輌（竿・）＋剛竿・）｝
が得られ，反周期的境界条件（66）に解（35），（36）を代入すると，NSセク
ターの解
炉一（ξ）一書｛恥（；◎＋1）ξ）
　　　　亘（÷（〃＋；）ξ）｝・（、、）
ψ∫＋（・）一 蔦｛Aご（÷◎＋；）・）
　　　　＋・㍊皿（芸←＋；）・）｝
が得られる．
6．非相対論的弦の作用汎関数
　ここでは，これまでに考えたボソン弦の運動方程式（10）とフェルミオン
弦の運動方程式（19），（20）及びこれまでに紹介した様々な境界条件を導く
作用汎関数を導入し，それぞれの弦についてのLagrange形式を表してみ
る．なお，ここでは弦を非相対論的な古典論として扱うため，ボソン弦と
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フェルミオン弦の間の超対称性は考えず，作用汎関数はボソン弦の部分だ
けを表すことにする．
　まず，ボソン弦については古典論的な描像が明確であり，その作用汎関
数は次の様な考察から得られる［3］．一様な質量線密度ρ，一定の大きさ
の張力7b，長さどをもち，自由運動するボソン弦の場合を考える．この
ボソン弦についての運動エネルギー1㍍は，微小部分の運動エネルギー
顯誓fの弦全体にわたる積分として考えられるので
　　　　　　　　　后一礁闇由　　（69）
で与えられる．また，弦の弾性によるポテンシャルVβは張力の大きさ乃
に弦全体の伸び△ぼ；ξ蔚ぬをか・ナたものになるので
　　　　　　　　　晦イ嬉（芸輌）㌔・　　（・・）
で与えられる．弦の運動エネルギー（69）と弾性ポテンシャル（70）より，こ
の弦の運動についてのLagrange関数Lβ＠）は
砺ω一イ酢（誓y－；（芸ヅ｝σD
　　　　イ⇒芸・芸）
となり・このとき・口（∂x「　∂x’∂∫，∂σ）はボソン弦の・・g・ang・関醐度である・
　この弦が運動をし始める時刻をτ＝ρ，運動し終える時刻をτニτ∫とお
くと，（71）のLagrange関数L8＠）から作用汎関数
痴一 ズー一ぴ鰭｛号（∂ξ1）2一テ（剖（72）
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が導かれる．波動方程式（10）との整合性を確かめるために，この作用汎関
数58のX∫（σ，り→X輌（σ，τ）＋δX↓（σ，τ）の下での変分をとると
　　　一ξ［・£・・［∂£輌δx’］：1一刷芸・x］1（73）
　　　　　　＋£∫・・5・・（　∂2xf　　　　∂2X↓恥∂。・一ρ∂、2）叫
（73）のΣ！≧1中の第1項は，0≦σ≦£において，初期状態（’＝ので
の弦の形と，終状態＠＝的での弦の形を指定しておくと，δxl（σ，め＝
δX∫（σ，τ∫）＝0で消えることがわかる．（73）のΣ三1中の第2項は，τ1≦
∫≦f∫において，この節の前半で議論した境界条件（Dirichlet型境界条件
（37），Neumann型境界条件（44），周期的境界条件（55））の内の何れか1つ
が満たされる場合には消える．さらに，（73）のΣ1≧1中の第3項は，’i≦
τ≦ぴ，0≦σ≦乏において，運動方程式（10）が成り立てば，消えることが
分かる．したがって，ボソン弦の運動方程式と境界条件のもとでδ∫β＝0
が成り立つ．
7．非相対論的弦のHamilton関数
　ボソン弦座標xi（σ，りに共役な運動量ア‘（σ，’）は，（71）のLagrange関
数密蛤ぽ誓）より
　　　　獅・）一吉路（∂xl∂X∫∂1’∂σ）一・誓（の）・　（74）
ここで，粛：＝誓（σ，τ）である．この共役運動量Z）5（σ，りは，弦上の各点
の運動量なのでもちろん保存量ではないが，弦全体の運動量P6（りとして
　　　　　　　　　P；（り・一∬・輌）　　（75）
　　　　　　　　　　　　輌＝1
と表わされる．ここで，Z）↓：＝7b讐を用いた．したがって，ボソン弦の
Hamilton関数Hは
H－
∬・・％叫）一鴨｛三（乃）2＋，；（ア：）2｝（78）
となる．このボソン弦のHamilton関数をこれまでに扱ってきた境界条件の
下で書き下してみると次の通りである：
　・Dirichlet型境界条件の下での開ボソン弦の解（43）を，振幅A；と初
　　期位相碗を用いて
　　　　　　　緬）一・・＋b≒α輌・
　　　　　　　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　（79）　　　　　　　　　　　　＋ΣA；…（÷・）…（÷α＋・り
　　　　　　　　　　　　　η＝1
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を定義すると，波動方程式（10）を用いて
　　　　　嘉碑鋤芸（1ゴ・・鱗・）（，6）
　　　　　　　　一恥［∂X’　　　（σ，’）∂σ］同
となり，この運動量ρ；（’）はNeumann型境界条件（44）および周期的境界
条件（55）の下では保存するが，D▲hchlet型境界条件（37）の下では保存し
ないことが分かる．Dirichlet型境界条件（37）の下でのP5（りの非保存性は
長い間弦理論の欠点とされてきたが，最近では，前述のDブレーンの導入
により回避されることがわかった．
　共役運動量％（σ，りを用いて，ボソン弦のHamiltonian密度％（X∫，IP～）
は
　　　　　％ぽ）一ξ（芸∋司芸・芸）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）　　　　　　　　　　　一£｛え（アリ2＋：（可｝
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と表し，（78）に代入すると
H一
鑓（・一ゲ）2＋π話・・£（・》）2．（・・）
　　　　輌＝1　　　　　　　　　　　　　　　〃＝1　　」＝1
・Neumann型境界条件の下での開ボソン弦の解（49）を，振幅A；と初
　期位相碗を用いて
⑭一c6＋孚・＋£剛÷・）⑰（子cτ＋ψり　（81）
　　　　　　　　　　　　　η＝1
　と表し，（78）に代入すると
H－
££（E6）2＋謬シ£（・；）2．（・2）
　　　　∫＝1　　　　　　　　　　　　η＝1　　↓＝1
●周期的境界条件の下での閉ボソン弦の解（49）を，振幅鵡と初期位
　相ψか嘱を用いて
　　　芳（σ，’）－c6＋争
　　　　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　　（83）　　　　　　　　＋Σ・；…（÷・＋ψり…（÷・’・り
　　　　　　　　　η＝1
　と表し，（78）に代入すると
弓£（E6）2＋2学シ£（・り2．（・4）
　　　　輌＝1　　　　　　　　　　　　η＝1　　輌＝1
いずれの場合も，弦の上を伝わる波の振幅の2乗に比例し，保存量になっ
ていることが分かり，通常考えられる波の性質に合致している．
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